Extremwedt bevechaung  $us reellwerkge FunUdionen mehrerer Vestindeslicher

Ennrlqrgg Exkemwed-bes{.‘mmung im salasen Fall, dh F: T M , LelR Trtervall m
*lalaks  Moximum  (¢)
Rx)‘ £ hd in X el <n lokales Moximum : & w
Jeso @ £ s L&) ¥ x e (X-¢,% w¢)
d - lokales Minimym (-
T 9 £ htin & €T an lokales Minimum : &
mz A
S —— Jeso : FO2 £(R) ¥ x e (R-¢,%+0)
Ma ma Xyo X \__/ *na

Hat £ n X ein lokales Moximum oder ein  [okales Mnimum
dann meant man X Exhermalstelle

Autfinden von  Exiremalsielen

=~ e

fally X ene Bdremalstelle ist and falls £ e C'( (Q-g,Q+£)) fu en ¢s0

dann st
f ! (?() (Ini-erprdd-iorl: wm&r@\‘re Tqr@en‘te)

Besbadttung am Grsphen

dh Imuamch’m'l'o.rawe' ot Ken
PR = nNo ! g
F'(X) =0 oby % nicht Ertemlstele o & 5 E il
. Q,‘g is1 Bxlemlsidle ohne wwems:,lm l_o.rger&e

(hiesr § el O Sferenaies bar )

inéaemm{ liefer! , wosgreshfe Tangent ¢ nu Wondidabn fu Bdremalstellen mt Differen srbarkett

1) Kordidddensudie — notwendige  Bedingurg

Bestmme Stellen ¥° ¢TI mit £(<*) =0

2) (‘Abexprd&uns.- st x* Schemastelle bzw. weldie Act von Extermlsidle

Vosiarte 4 Uberprifen nach Definition via Funutions weste

x
X

Vornte 2@ Qberprafen eines Vorwtfenwechisds  von ' an der Stelle
VZW von ' won + nadh — = x* st Skle @lng foUalen Maximums
UZW yon £ von — nach + = x¥ it Slelle en® lolalen Minimums
¢ ke VEWwon £ = X¥ i3l Kane Exdremalstelle

Varante 3! hinredende Blenauns\ '

wma&i-zuqa: f ¢ c*((x*¥ -¢, x"i—&)) fu €@n £>0

- FU(x*) <0 = x¥ et Sledng foUalen Moximums
c FIORY S0 = X st Slelle eine [olalen Minimums
CfUKT) SO = wetere Shrite no+wey\c\i\c}



https://www.youtube.com/watch?v=d0DNKtYuW2A&t=21s
https://www.youtube.com/watch?v=d0DNKtYuW2A&t=77s
https://www.youtube.com/watch?v=d0DNKtYuW2A&t=775s
https://www.youtube.com/watch?v=d0DNKtYuW2A&t=1335s

im Weitwen @ F: RT" < R mt neN

Definition [ lokoles Maximum , lokales Minimum —Extreanalsfelle)

Es sei D C R" ein offenes Gebiet, f: D — R.

= f hatin & € D ein lokales Maximum, wenn es eine offene e-Umgebung U. C D
von Z gibt, mit f(z) < f(%) Vx € q.

= f hatin & € D ein lokales Minimum, wenn es eine offene e-Umgebung U C D
von & gibt, mit f(z) > f(2) Vo € U.

Hat f in & € D ein lokales Minimum oder ein lokales Maximum, so bezeichnet man %
als Extremalstelle (Stelle eines Extremums)

Bemerkung
offene € -Umghurg  Uc = U (K) = §xeD | Ix=%1 < €]

Beispiel funlttionen :

) AR R () > flgw) = (-n"r (g-0*
WA, RY R, (g Ay tng) = ()t = (g-)”
"ﬁ\ 'pé' ”22‘b ﬂz, (“.3)"";3 (\(,3) B G[n()()+ Qobta)

W) fy R~ R, (x42) - f (Y 2) = 2x* - Xy +2xz-y tyire®

f(x.y)
fexy)



https://www.youtube.com/watch?v=d0DNKtYuW2A&t=2165s
https://www.youtube.com/watch?v=d0DNKtYuW2A&t=2419s

1) kardidadensuche:  motwendige Bedingung

Satz  ( Exhemlsiele uwnd Gradiont)

Es sei D C R ein offenes Gebiet, f : D — R sei differenzierbar auf D.

Ist Z € D Stelle eines lokalen Extremums, dann gilt

Vf(z) =3 €R"

Bemer«unsen:
i) gt fui @n x¥*ed : TF(xY) =3 dann nennt man 3 stakonare Stlle vonf

i) Stakonsre Stdlen von ¥ sind die Kandidely fi Exirnalstellen von

iii) Bes‘:tmmwﬁ du Shtionaren Stellen fahrt 4. zu nichtlinearen Gladhungsaystemen .

notwendige &dinsurg | vEY) =3 m

Baspiele

) mit Flgy) = (x-1)"+ (3—4)7'

£ 0e) 2 0e aD
Q.fa;b‘* Sich Vﬁ(’ﬁd): ( > =

fq Lag) 2 ¢y-0)
Q(*‘U*) ist siabiondre Stelle wenn ai('l' V-P(%ldir) - (8)

&> (Zm_“) =(°> S &AM =0 A 2g¥4) =0
2 (§*) °

(&) x*=/|/\ S*=4

dre  slafonye Stelle ! (j)

1) mit 4= ("-ﬂz— (3"4)2 w
. 2(x—)
ot VEGey)=
<) (-2(34))

s s v e (7 +(2) = () =)

i) mit £, g) = 8in(x) + Coly)

cas(x) >

st V)= (~5m(3)

Shatondre Steler  vEG* 4 ®) = () & cos(x¥) =0 A -sin(y*) =0

S
& ws(xF) =0 A sin(y*) =0 m /Z Sin
= X eI oA =k \/J \LZ/

f& Vi Re Z



https://www.youtube.com/watch?v=d0DNKtYuW2A&t=2870s
https://www.youtube.com/watch?v=d0DNKtYuW2A&t=4521s
https://www.youtube.com/watch?v=d0DNKtYuW2A&t=3295s
https://www.youtube.com/watch?v=d0DNKtYuW2A&t=3522s
https://www.youtube.com/watch?v=d0DNKtYuW2A&t=3619s

vy mit f (K,s,z-)=2xz—x-5+2-x.z—3 +33+az

- (> 11)
sl VElbquz) = (th~3 + 22 —x -1 +34%, 2% +22)

Stadtongre Stellen Vf(x*,d*,z*) = (9,09, o)l

& @ ux -y*. 2z =0
@) — x* _4+3@m)"' =0

@ 2x%+22F =0

aw @: 2¥= -x* -T._> ¥ - 3N 4
@ x¥= 3" -1
in @:

(317N - 9%+ 2(- 3@N +a) = O

& NN -q- y¥-64") T+ 2=0

& 6(3*)1— 3* -2 =0

(o 3‘: 31 v3*=37_

mit 1t {1+48 1% 2 1
ty,s — = = ydhoy - =y, -1
A2 12 3 2
1. Stelle:
¥ 2 ¥ _ 242 Y _, o 4 g L¥=_A4
mit g¥= 2 st F=3(3)-1= 3 1= 2 wnd damit z¥=-%
% % ¥\ (4 2 _4
(<% ¥ &%) (3,3, 3)
2.5¢le:
. . 2 3 4= -1 +o2X¥s 4
mit y¥=-2 st x* = 3(-2) e 2.4 = -3 und damit z*= L
-1
(x",g"‘%")=('%c z Iqi)

Es sei D C R" ein offenes Gebiet, f : D — R sei differenzierbar auf D.

Ist z* € D eine stationare Stelle, dann heiBt (z* | f(z*)) ein Sattelpunkt von f, wenn
es in jeder offenen e-Umgebung U C D von z* ein x; € U und ein x5 € U gibt, so dass

f@) < f(@) & f(@%) > f(x2)
gilt.

Saspil

£iR%= R,004) s £0G4) = (-0) = (-0

hat an do Stelle (4,4) enen GQHelptml&.


https://www.youtube.com/watch?v=d0DNKtYuW2A&t=3874s
https://www.youtube.com/watch?v=d0DNKtYuW2A&t=4628s

2) Gbo.rprd{un\c\ auf \/or(ieaen cinef Exkramalstelle @ hinreichende Bedinqung <7

Exinnexurﬂ . skolarer Fall (F:R-» R)

qulec,'-‘clsnom vom Grade 2 wn f unm ><1"eﬂ'Z

T;'.L (¢ %) = FO¥) + $167) - (=) 4 41 (<N) (x )"

damet : f¥) » Tﬁz(vl x*) wenn |x—s<*| << A

‘FQ“Q -r ! (X*) =0 dOJ'\YI .

2
£z F07) + g_{l"(x*) - (x-x¥)

~SN——

/ =°

ARl £"0*) <0 = L) € FF)  dh X¥: lokales Maximum

2RI Plx) >0 = L) = FT)  dh X¥:lokile Minimum

im allgmanen Fall - [/ ]

man Konn 2gen ( melvdimensionale qubqer&wickbrﬂ) ,dﬂ& it / Verk drpert 2. Ableiturg

T T
Fix)y POF) + (UFOM) - (x®) + 4 o) -1 o) - (xx¥) <
“— . “—~— R f ~—
cn eln’“‘n em” ™ 6”2'\*" e,,Z”
~~N—
e /iz ellzﬂﬂn
V\f/~)

fui x-x¥ <<

ist nun X* slationare Stele (d.h. VF(K) =0) dann
FOrx £(x*) + 4 _x")T. Hoo¥) - (x-x¥)
2 — £ -

1

4,_ng (x-x")T. HF O*) (x-x¥) <0 ¥xel(x*) = fix) s £F6F) ¥ xeUlx™

= x¥ jot Sille dnes lokalen Moximums

2Rl (-7 By 0% (=x®) >0 AxellF) = £z F 0% FxellxY)

= «¥ st sfelle anes (okakn Minimums

und ()gL—x"')T' Hp (M) =x") >0 = Px > T

= x¥ st Slelle anes Saftel punides


https://www.youtube.com/watch?v=d0DNKtYuW2A&t=4931s
https://www.youtube.com/watch?v=d0DNKtYuW2A&t=5700s

der entschetdende  Ausdruck  (x -\<")T. H# (%) - (x=x¥) st @ne quadmdisdie Form :

» 16
Defimtion ( quadutische_Form)
Es sei A € R™*" eine symmetrische Matrix.
Die Funktion ¢4 : R" — R, 7 — q4(7) mit
qu(7) = 2TAZ

heiBt quadratische Form (zur Matrix A).
Beispiel:

i) fui A= g (4;{ ) er” it q_() = 12" > 17

i) fu A= (; 32) ]

e (XD = (%, %) (1 ;) : (i‘z) = (%, %) <::: 12:;: )
= %210 % 4 2x Xy + 3%,% = % +uxx +3x
im Komtext der Ex‘lfemwwbesﬁmmung inferessiert man sikh fur -

Defion (Dhnithet) D

Man nennt die quadratische Form ¢4 sowie die Matrix A ...

» positiv definit 1= q4(U) >0 Vi € R*\ {7}
» negativ definit 1= q4(7) <0 Vu e R*"\ {7}
= indefinit := 33U, T € R*\ {3}, so dass qa(U) >0 & qa(V) <0

Die aus dem skalaren Fall bekannte hinrechende Belingury die auf £’ bosiert geht @ber

Es sei D C R™ ein offenes Gebiet, f : D — R sei zweimal stetig partiell differenzierbar
auf D.

f hat im stationaren Punkt 2* € D ...

= ein lokales Minimum, wenn H(z*) positiv definit ist,
= ein lokales Maximum, wenn H(2*) negativ definit ist,

= einen Sattelpunkt, wenn H(2*) indefinit ist

. " » .
mit  Hy &)= (Eaﬁ"‘ ))

‘(.l '1,..,[1


https://www.youtube.com/watch?v=d0DNKtYuW2A&t=6720s
https://www.youtube.com/watch?v=d0DNKtYuW2A&t=6964s
https://www.youtube.com/watch?v=d0DNKtYuW2A&t=7192s
https://www.youtube.com/watch?v=d0DNKtYuW2A&t=7301s

En‘nnenms : sﬂmmdn'a:l'e Madriv & -Dfeﬁonulisierbor(leﬁ
+ AerR™ symmebnhie A = A m

© A symmekish = A digpnalesirbar mit Diogondmakix De R &
orthgonaler Makix T e ™" (dh. TT < En)

genauer : A = T-D-TT

quadrtische Form : ,’/
- : T —- T T s
?,4{?)=‘><"-A-x = X TDT' X =(T"%) D TTX [»> 22)
(TTTE,)T: _;T(TT)I
>T -
=X - |
T — € .
= 2 0D 2 = (Z4,.. %n) (')‘40 j ' [;1\ m b gkeﬂll ")\Keﬂl Y =1,.n
o A, gm
N .2 n
L 2 2 2 Z
= (24,221 ....Bn)' ')s,_-!z = ’X"- 21 + ’).zzz +.. %+ %n' Zn = Z ’X‘(. Zk
: 2o 20 20 71 20
Mo En

qualifativ:  « fally (A, >O)a 3004 -.. A(2,>0), dh. falls dlle EW von A positv sind
= q,(¥) >0 (positv definit)
< falls (%, <0) A . A (Mg <), dh. fals alle EW wn A n%mhu sind

- 9 A(';) <O (neaqhu dfinit)

. falls EW mi) unjershiedlichen VZ exisheren dann ¢ 94 indeftnit.

Solz (Definithert ~ Eiqnwertkeitesium ) () 23]
Es sei A € R™*" eine symmetrische Matrix. A, ..., An € R seien die Eigenwerte von A
Dann gilt
.
= A ist positiv definit < A\, > 0 firalle k=1, ..., n
= A ist negativ definit < A\, <O firalle k=1,..., n
= A ist indefinit < es gibt positive und negative Eigenwerte



https://www.youtube.com/watch?v=d0DNKtYuW2A&t=7416s
https://www.youtube.com/watch?v=d0DNKtYuW2A&t=7487s
https://www.youtube.com/watch?v=d0DNKtYuW2A&t=7790s
https://www.youtube.com/watch?v=d0DNKtYuW2A&t=8332s

AHemative Kriteren :

Es sei A = (a;;) € R™" eine symmetrische Matrix.

Firk e {1,..., n} nennt man

aily .- al_,k
Ak =

gy ... Qg

den kten Hauptminor.
Damit gilt
= A ist positiv definit & Ay >0 firalle k=1,....,n

= A ist negativ definit < (—1)*A, >0 firalle k=1,...,n

A=(% %) eree
b c

eine reelle symmetrische 2 x 2-Matrix. Dann gilt

Es sei

= A ist positiv definit < a > 0 und det(A) =a-c—b*>0
= A ist negativ definit < a < 0 und det(A) =a-c—b*> >0

= A ist indefinit < det(A) =a-c—b* <0

Beis pid fortodd zung

i) fixy) = (x-17 + (3-4)7'
VH0e9) = (201 zca~4))T, shationdre  Stelle:  (x* y¥) = (4,1 m

Hesse— Madtnx
'px\( (xlvﬁ) f&'d (’ﬂa) 2 (@]
H,: (xl\‘j) = ! ; . = (
g (a8)  Fgy (1Y) o 2
2 O . - _
Hp (1,2) = ( o 5 ) EfaQnWQj'fQ. MN=2N=2

e

alle EW positiv = Hy (100) posikiv definit = (¥, 4% ) =(44) ot Slelle Qe

lokalen Minimums


https://www.youtube.com/watch?v=d0DNKtYuW2A&t=8700s
https://www.youtube.com/watch?v=d0DNKtYuW2A&t=8783s
https://www.youtube.com/watch?v=d0DNKtYuW2A&t=8946s

i) FOqy)= (%= - (y=1)"
T (% O\

Shadorgre Stelle O (g%) = (4,4) = H (4= (s 0)

/

EWe N=2 >0 PN, ==2 <0

untersthiedliche VZ der EWe => H(4,4) indefirit
daher : (4,1) Sklle ey Saftedpunkies

i) flqy) = Ssin(x) + cos(y)
T = Sin(x) o}
Plag) = (ot Sly) = Hy (x9)= ( " > (> 28

) -cos(y)

Stohondre Stellen  (x¥ y¥) = ((zzm-{, kT) fi kreZ

— sin (22+n)T) o
damit : H, (%y) = (

o ~Cas (k)

Eewerte: o = = Sin (Q&M)- LYy , 9= - k)

1

i+4 tk=4,-4,3-3
08 — s —CDé(l(T) = =1 : k=0,2,-2 4-4,..
06
04; —cos (KT) : >0 $i K Wl?.ﬂ\de
0.2 <o fu ksemde
0 —
L =0, 2,-2
—.S\r\(LZZH)T) —i 1A
+1: 2=4,—4|+3,—3
- S\ Joy . y
. =Sin2e+) Z): >0 fu € ungerade

<o fui ¢ aemde

-0.2-
-0.4
-0.6
-0.8

Fall 4: (%, >0 A (N >9) dh B, (¥ y*) positu defnt doh (@& T, kT) Hrimumshlle -
fu L ungerde, k ungede

Rll2: (3 <o) A (A,<0) Ah. Hel¥ y*) negativdend, dh. (@) T | kT) Haximumstele
fu 2 qeode , k guode

Fu (€ gerade & K wngrode)  bzw. (£ ungeode & K gerode):  Sahelounid an ((zzm-{, k-T)


https://www.youtube.com/watch?v=d0DNKtYuW2A&t=9385s
https://www.youtube.com/watch?v=d0DNKtYuW2A&t=9603s

W) f (x,y,2) = 2x*- xg+2.x -y +J3+ z? Stationdre Stellen
Vilqya) = (x - 2 22\ P, (g 29=(24 2 -4y %
1Y, gt28,-x-1+3y A z) 1 o a3l 31 3
_ % ¥ ¥\ - (-1 -1
Hy(xay=[* 712 R = (502 2)
-1 63 (o)
2 o 2
fui B: H, (2,2,-9)= B z 1 ) :
FY3131 3 - " o mit Matob fesigestellt: alle EWe pestiv
2 o 2 = R, pooitiv definit
%: -§| -;l) Stlle &nes lokalen Minimums
T (S oo + ~
2 H'P ‘; ) E' :) = - -3 o ma Hn}(q,b %’6@”“ W\ku‘:ghid\iche EWw —\brzekhen
2 o 2 = Hp indefind

A A A
:(‘E'-E'?) Stele @ncs  Saldpunldes


https://www.youtube.com/watch?v=d0DNKtYuW2A&t=10327s

