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https://youtu.be/-DYWbMmvMRc

1 Reelle Vektorraume

Zielsetzung der Vektorrechnung ist es, das Rechnen, wie man es mit reellen Zahlen gewohnt
ist auf andere Objekte zu (ibertragen. Es geht hier nicht darum, ,,komplizierte Berechnungen*
wie z. B. Wurzelziehen oder beliebige Funktionsauswertungen zu tiberfiihren, sondern um die

's wesentlichen Grundrechenarten, die Addition und die Multiplikation mit einer
Zahl.

Man nennt jede Menge von Objekten fiir die man diesen beiden Rechenarten dhnliche Ope-
rationen definiert hat, die somit eine dhnliche Struktur wie die reellen Zahlen besitzen einen
reellen Vektorraum.

Definition 1 (reeller Vektorraum)

Ein Tripel (V,+,-), bestehend aus einer Menge V, einer Abbildung
+: VXV =V (T, 0)— T +W0eV
Die Addition gennant wird und einer Abbildung
CRXV SV, AMT) = AN TeV

die skalare Multiplikation genannt wird, heiBt reeller Vektorraum,
wenn fir alle 7,7, W € V und alle A\, z € R gilt

's i.) Assoziativitat der Addition: (7 + 7))+ @ = U + (U + W)

ii.) Kommutativitat der Addition: @ + @ = @ + @

iii.) es gibt ein neutrales Element ¢ € V bzgl. der Addition,
d.h.30 : T4+0=0+0=0VievV.

iv.) zu jedem U € V gibt es ein inverses Element — % bzgl. der Addition,

—

d. h.sodass gilt ¥+ (—7)=(-V)+ 7 =7
v.) Assoziativgesetz der skalaren Multiplikation: A - (p- 7)) = (A - p) -
vi.) 1 € Rist das neutrale Element bzgl.der skalaren Multiplikation: 1- 7" =
vii.) Distributivgesetz der Addition: A+ (¥ + 7)) =\A-4 +A- U
viii.) Distributivgesetz der skalaren Multiplikation: (A +p) - 0 =X T +pu- 0

—>
v

Sind diese Voraussetzungen erfiillt, heiBen die Elemente von V' Vektoren und
0 €V heiBt Nullvektor.



https://youtu.be/Wl1RhhcD0Dw
https://youtu.be/W7HJdJ5JbJw

Bemerkungen:

Die Menge R der reellen Zahlen ist zusammen mit der Addition und der Multiplikation
wie wir diese kennen ein reeller Vektorraum !

Verbinden Sie mit Vektoren nicht ausschlieBlich Pfeile ! Es geht hier ausschlieB-
lich um Eigenschaften und Rechenregeln. Die Pfeile werden nur gerne als anschauliches
Beispiel genommen.

Sehr haufig wird statt der Pfeilnotation, z. B. @, Buchstaben in Fettdruck verwendet,
z. B. a.

Soll gepriift werden, ob eine Menge V' zusammen mit gegebenen Operationen (+,-),
die man als Addition und skalare Multiplikation bezeichnet einen Vektorraum bildet,
so priift man hauptsachlich

1.) Ist V abgeschlossen bzgl. + und - ?
D. h. ist das Ergebnis der Addition zweier Elemente aus V' wieder ein Element
von V und ist das Ergebnis der Multiplikation eines Elements von V' mit einer
reellen Zahl wieder ein Element von V' 7

2.) Gibt es in V' ein additiv neutrales Element ?
3.) Ist die Addition in V' kommutativ ?

Selbstverstandlich misste man alle Eigenschaften priifen um ganz sicher zu gehen,
allerdings ergeben sich die anderen fiir gewohnlich aus diesen.

Man kann noch weiter verallgemeinern und statt eines ,reellen Vektorraums" eine
Vektorraum tber eine Kérper K" erklaren. Damit durfen auch die skalaren Werte (\, p
in der Definition Def. |1]) aus allgemeineren Gebilden (sog. ,Korpern") sein. Beispiel fiir
einen solchn ,Korper”, d. h. eine Alternative zu R ist insbesondere die Menge C der
komplexen Zahlen.

(Beispiel 1 (reelle Vektorraume))

a.) Der ,Zweidimensionale Anschauungsraum” (das ist der ,,Raum der Pfeile” wie er im Video zur
Definition zu sehen ist), versehen mit der Addition durch
Aneinanderhangen von Pfeilen und der skalaren Multiplikation durch Strecken, Stauchen und
Richtungsumkehr ist ein reeller Vektorraum.

b.) Die Menge C der komplexen Zahlen ist ein reeller (und sogar komplexer) Vektorraum



c.) S Die Menge der Polynome vom Grad héchstens n € N, d. h.
P, ={fR>Rax—y=flr)=ar+ar-z+...+an 2" |ag,...,a, € R}
versehen mit

= der Addition ,,+" zweier Funktion p, h € IP,, definiert durch
(p+ h)(z) := p(x) + h(x)
= der skalaren Multiplikation - einer Funktion p € P,, mit einer reellen Zahl
B € R definiert durch

(B-p)(x) =5 (p(x))

ist ein reeller Vektorraum

d.) Die Menge H,, der harmonischen Schwingungen mit identischer Frequenz w € R, d. h.
Ho ={f  R=>Rax—y=A-sin(w-z+¢)| A peR, A>0}
versehen mit

= der Addition ,+" zweier Funktion p, h € H,, definiert durch
(p+ h)(x) == p(x) + h(z)
= der skalaren Multiplikation ,-" einer Funktion p € H, mit einer reellen Zahl g € R
definiert durch

(B-p)(x) =B (p(x))
ist ein reeller Vektorraum.

e.) Die Menge N der natiirlichen Zahlen, versehen mit der bekannten Addition und Multiplikation
ist kein Vektorraum.

f.) Die Menge H der harmonischen Schwingungen mit beliebiger Frequenz w € R, d. h.
H={f RoRzr—y=A-sinlw-z+¢)|w AR w A>0}

versehen mit einer Addition und einer Multiplikation wie unter Punkt [d] ist kein Vektorraum


https://youtu.be/cbobTOqEsLk

2 Die wichtigsten reellen Vektorraume

Zusatzlich zu den Grundoperationen Addtition und skalare Multiplikation kann man auf Vek-
torraumen noch weitere Operationen durchfiihren. Im Weiteren gehen wir auf weitere Ope-
rationen nicht vollkommen theoretisch ein, sondern basierend auf den wichtigsten Vektorrau-
men — dem Raum der Spaltenvektoren und dem Raum der Matrizen. Zu Anschauungszwecken
(und zu nichts mehr!) ist noch der Anschauungsraum erwahnt.

Die definierten Grundoperationen erfiillen natirlich die fiir reelle Vektorrdume geforderten
Eigenschaften aus Def. [1| (wie man leicht nachpriifen kann!)

2.1 Der R" — die Spaltenvektoren

’ Der insbesondere fiir die Praxis bedeutendste reelle Vektorraum ist
der ,,Raum der reellen Spaltenvektoren mit n Komponenten*, besser
bekannt als der R".

Definition 2 (der R" )

Fir gegebenes n € N* nennt man die Menge (sprich ,Rn")
o
R" := : r; €R furie{1,2,...,n}
T

die Menge der n-dimensionalen Spaltenvektoren (iiber R ).

Bemerkungen:

» Es ist zu beachten, dass fiir jede konkrete Wahl von n € N ein anderer Vektorraum
entsteht. Fiir n = 2 erhilt man z. B. den R?, fir n = 6 den R® usw.. Daher wire
es richtiger von ,den R"s" statt von ,dem R™" zu sprechen (das hat sich aber nicht
eingebiirgert).

Insbesondere erhalt man fiir n = 1 den R! was gleichbedeutend zur Menge R der
reellen Zahlen ist.

= Die Elemente des R™ werden als (Spalten-)Vektoren bezeichnet und zumeist symboli-
siert durch @ oder = oder .


https://youtu.be/kR5MkVXQkgs

T1
» Fir 7 = | : | € R nennt man die Zahlenwerte z1, ..., x,, die Komponenten von 2
:L‘n
= zwei Elemente 7, i/ € R™ heiBen gleich, man schreibt 77 = 7/, wenn ihre Komponenten
paarweise gleich sind, d. h. falls gilt x;, = v, Vk = 1,...,n (wobei 2} und yy die jeweils

k-te Komponenten von 7, bzw. ¥ ist)

» Der Vektor aus R" dessen Komponenten alle Null sind, heiBt Nullvektor © (resp. o,

0), d. h.
0
o=|:|eR"
0
= Die n Vektoren
1 0 0 0
0 1 : 0
=0, ea=|(0|,....¢1=|0|.Cn=]:]| eR"
: : 1 0
0 0 0 1

heiBen die Standardeinheitsvektoren des R™

2.1.1 Grundrechenarten in R"

Definition 3 (Addition und skalare Multiplikation in R™)
Sei n € N* fest gewahlt.

Dann definiert man eine , Addition zweier Vektoren“ und eine ,skalare Multiplikation*
wie folgt:

i.) (Vektor-)Addition in R™

Fir 7,7 € R" ist die Summe 7 + ¥ der beiden Vektoren , komponentenweise
definiert”, d. h.
1 Y1 1+ Y
RN T Yo T2+ Y2
r+y=\|.|*+|.|= :

Tn Yn T + Yn




ii.) skalare Multiplikation in R™

Fir 7 € R™ und ¢ € R ist die Multiplikation der Zahl (des Skalars) ¢ mit dem
Vektor Z , komponentenweise definiert”,d. h.

T Cc- T

= To C-T9
cC-T =¢C- =

Ty C- Ty

Eine Multiplikation von Vektoren und eine Division durch Vektoren des R"
ist nicht definiert !

¢§ Einige Rechenbeispiele zur Vektoraddition und zur skalaren Multiplikation

2.2 Der R™"™ — die Matrizen

Definition 4 (Matrix)

Fir gegebene n,m € N* nennt man die Menge (sprich ,R n kreuz m")
a1 ai2 ... Qim
groem ) | %21 @2 o G| firie {12, 0}
' : : : : I und j € {1,2,...,m}
Qp1 Ap2 ... Qpm

die Menge der Matrizen mit n Zeilen und m Spalten (iiber R).

Ein Element aus R™*™ wird als n x m-Matrix (oder nur Matrix) bezeichnet

Bemerkungen:

= Man nennt den R™*™ auch Menge der n x m-Matrizen (sprich ,,n kreuz m Matrizen")

» Es ist zu beachten, dass fiir jede konkrete Wahl von n und m eine andere Menge von
Matrizen entsteht.

Insbesondere erhalt man fir


https://youtu.be/fj_SwqOqtD8

— m =1 den R™ ! was gleichbedeutend zum R" ist,

— n =m = 1 den R was gleichbedeutend zur Menge R der reellen Zahlen ist.
» Das Zahlenschema in Def. wird auch kompakt dargestellt als (a; ;)n,m, wobei ,,p, "
verdeutlichen soll, dass ¢ die Werte 1 bis n und j die Werte 1 bis m durchlauft. Ist aus
dem Kontext klar, wie groB n und m sind, schreibt man haufig auch (a; ;)

= Die Elemente des R™™™ werden zumeist mit (fettgedruckten) GroBbuchstaben, z. B.
A oder A symbolisiert. Mitunter sieht man auch unterstrichene GroBbuchstaben, z. B.
A als Symbol fir eine Matrix.

= In ,a;;" steht der erste Index (hier ) immer fiir die Zeile, der zweite Index (hier j)
immer fiir die Spalte, in der sich das Element befindet. Man spricht daher auch von
Zeilenindex und Spaltenindex.

= Zwei n X m-Matrizen A, B € R"*™ heiBen gleich — man schreibt dann A = B —
wenn ihre Elemente paarweise gleich sind, d. h. falls gilt a; ; = 0;; Vi = 1,...,n und
VJ = 1, o, (WObei A= (ai,j)n,m und B = (bi,j)n,m)

Definition 5 (Spezielle Matrizen)
i.) Eine n x n-Matrix A = (a; ) heiBt quadratische Matrix der Ordnung n. Die Ele-

mente @y 1,022, ..., 0y, heissen Hauptdiagonalelemente von A.

ii.) Eine quadratische Matrix A = (a; ;) heiBt Diagonalmatrix, wenn a; ; = 0 fir alle
1 # J gilt.

iii.) Eine Diagonalmatrix der Ordnung n mit a;; = 1 fir alle ¢ = 1,...,n heiBt Ein-

heitsmatrix E, oder E oder I, oder I der Ordnung n.

iv.) Eine quadratische Matrix, die unterhalb bzw. oberhalb der Hauptdiagonalen nur
Nullen enthalt heiBt obere bzw. untere Dreiecksmatrix.
Es gilt also a; ; = 0 fir j <4 bzw. j > 7.

v.) Dienxm-Matrix mit a; ; =0 firallei =1,...,n& j=1,...,m heiBt Nullmatrix
On.m.-

vi.) Eine n x 1-Matrix heiBt n-dimensionaler Spaltenvektor.

vii.) Eine 1 x m-Matrix heiBt m-dimensionaler Zeilenvektor.




n X m Matrix

‘ quadratische
Matrix

- Zeilenvektor

Nullmatrix

untere obere
Dreiecksmatrix Dreiecksmatrix

Spalten-—
vektor

Diagonalmatrix

Einheitsmatrix

(Beispiel 2) Beispiele:

a.) quadratische Matrizen:

9 4 0 -1 1 1 1
L2 RQXQ 2 1 7] ¢€ R3><3 -2 2 2 2 c R4><4
3 4 ’ 3 3 3 1-3 3 3 3
—4 4 4 4
b.) Diagonalmatrizen:
7 0 0
(é 2), 05 01,
00 0
c.) Einheitsmatrizen:
1 000
10 01 00
Es (01>’E4 0010
0 0 0 1
d.) obere Dreiecksmatrizen
1 2 3 2 0 3 b2sd
00 2 0
01 2|, 05 0,
00 7 0 0 1 Vool
00 0 3



e.) untere Dreiecksmatrizen:

f.) Nullmatrizen:

0 0

0 0 sy [0 0 0 s |00 -
(0 0) R, (0 0 o)GR o o €R TS

0 0

g.) Spaltenvektoren:

c ]‘Rl x1 (: Rl)

h.) Zeilenvektoren
(2 2>6R1X2, (1 2 3 _4 5>ER1><5

man schreibt hier auch z. B. (1,2,3,—4,5)

2.2.1 Grundrechenarten im R"*™

Definition 6 (Addition und skalare Multiplikation in R™*"™)
Sei n, m € N* fest gewahlt.

Dann definiert man eine ,,Addition zweier n x m-Matrizen" und eine ,skalare Multipli-
kation" wie folgt:

i.) (Matrix-)Addition im R™*™

Fir Z, E € R™™ ist die Summe A + B der beiden Matrizen , komponentenweise
definiert”, d. h.

A +B = (ai,k)n,m + (bi,k)n,m - (ai,k + bi,k)n,m

ii.) skalare Multiplikation in R™>™

Fir A € R™™ und ¢ € R ist die Multiplikation der Zahl (des Skalars) ¢ mit der




Matrix A ,komponentenweise definiert",d. h.

c-A=c-(Gig)nm = (C"QGk)nm

Eine Division durch Matrizen ist nicht definiert !

¢ Einige Rechenbeispiele zur Addition und skalaren Multiplikation von Matrizen

2.3 Der Anschauungsraum

Die Menge von frei im ,, Raum'{l] verschiebbaren Pfeile fester Lange und vorgegebener Rich-
tung, bildet mit der ,Vektoraddition" und der ,skalaren Multiplikation durch Streckung" wie
weiter unten beschrieben einen Vektorraum

l.) Vektoraddition: Zwei Vektoren @ & b werden durch die folgenden Schritte geome-
trisch addiert (Abb.

Bitte beachten!

1.) Der Vektor b wird parallel verschoben, so dass sein Anfangspunkt mit dem End-
punkt von @ zusemmenfallt.

2.) Der vom Anfangspunkt des Vektors @ zum Endpunkt des verschobenen Vektors b
verlaufende Pfeil 5 reprasentiert den Summenvektor 5 = @ + b.

Il.) skalare Multiplikation durch Streckung:

Ein Vektors @ wird mit einem Skalar A € R durch Streckungﬂ um den Faktor A ,skalar
multipliziert”. Ist A < 0 wird @ zunachst invertiert und dann der invertierte Vektor — @
um den Faktor A\ gestreckt.

1Was wir mit den Ausdehnungen ,Lange und Breite" bzw. ,Hohe, Lange und Breite” beschreiben, d. h.
der ,2D" bzw. der ,3D*
2Falls |A\| < 1 spricht man auch von einer Stauchung


https://youtu.be/2NZ2KUJ9wew
https://youtu.be/DxXPL26WHNE

(a) Schritt 1: Parallelverschiebung (b) Schritt 2: Verkettung

Abbildung 1

S

Abbildung 2: Beispiele fiir Multiplikation von Vektor und Skalar

3 Basis und Koordinatendarstellung in reellen
Vektorraumen

Ein reeller Vektorraum V' mit Operationen + und - ist zunachst nichts als eine Menge von
Objekten, mit denen man ,ordentlich” rechnen kann.

Im Weiteren geht es darum:

= Relationen zwischen Elementen von V, d. h. zwischen Vektoren, herzustellen und

= dem Vektorraum eine Struktur zu geben und ihn damit , beschreibbar® zu machen.

Die wichtigsten Begriffe sind hier:



Linearkombination, lineare Unabhangigkeit, Basis,
Dimension, Koordinatendarstellung

Eines der wichtigsten Ergebnisse der Uberlegung sei schon vorweggenommen:
Viele reelle Vektorrdume lassen sich mit Hilfe des R"™ (mit passendem n) beschreiben.

Definition 7 (Linearkombination)

Es seien ¢1,C3,. .., Cy beliebige Vektoren eines Vektorraumes V und A\i, Ao, ..., A\ m
Skalare. Dann heiBt der Vektor @ mit

T=MN-C+Ng-Cot-FNAp-Cr

Eine Linearkombination der Vektoren ¢y, ..., c,,. Die Skalare \i,..., \,, heiBen Koeffi-
zienten der Linearkombination.

€3 Beispiele fir Linearkombinationen
Einige Fragen, die sich aus dem Begriff der Linearkombination sofort ergeben sind:

Angenommen, es sind m Vektoren (Elemente eines Vektorraums!) gege-
1.) IS ben, welche Vektoren lassen sich dann als Linearkombination dieser Vek-
toren darstellen ?

Kann man herausfinden, ob ein Vektor sich als Linearkombination gege-
2) €3 bener Vektoren darstellen Iasst und wenn ,,ja", welche Koeffizienten dann
zu wahlen sind?

Wenn sich ein Vektor als Linearkombination gegebener Vektoren darstellen
3) |3 lasst, gibt es dann mehr als einen ,Satz von Koeffizienten®, d. h. lasst er
sich auf unterschiedliche Arten darstellen?

4) .3 Wieviele Vektoren sind notwendig, um alle Elemente eines Vektorraumes
' durch Linearkombinationen dieser Vektoren zu schreiben?


https://youtu.be/Ui8hkQ7K6CA
https://youtu.be/ESc5lPkpRrA
https://youtu.be/dkMdsbZjnEU
https://youtu.be/hP-wPjUrWr8
https://youtu.be/3YLdycbkk98

Zur Beantwortung dieser Fragen benétigt man diverse Begriffe:

Definition 8 (Spann / aufgespannter Unterraum / lineare Hiille)

Seien k Vektoren C1,..., ¢ eines reellen Vektorraums V' gegeben.

Man bezeichnet die Menge aller Linearkombinationen der Vektoren €1, ..., Cy:

k
span (C1,..., Ck) = {ZAZ-E’I Ay M ER}
=1

als den von diesen Vektoren aufgespannte Unterraum (auch als: die von diesen Vektoren
erzeugte lineare Hiille und als Spann der Vektoren).

Der Spann / aufgespannte Unterraum formalisiert also die Frage 1.) und sagt, dass jeder
Vektor, der Element des Spanns ist als Linearkombination der den Spann aufspannenden
Vektoren dargestellt werden kann und jede Linearkombination im Spann zu finden ist.

Damit ist auch die Frage 2.) beantwortet: Ist ein Vektor ¥ € V' Element von span(<y, ..., C),
d. h. man reelle Zahlen \;, ..., \; finden, sodass @ =\ - €1+ Xo- Co+ -+ A\, - Ck, SO
lasst sich @ als Linearkombination der Vektoren €1, ..., ¢ darstellen.

: Der Spann hat sogar ,,schone” Eigenschaften:

» Esist span(¢y,...,Cr) C V.
—
, C

» Der span (Cy,..., Cy) ist ein reeller Vektorraum.

Enthalt die Menge {¢1,..., ¢} von Vektoren redundante Information, d. h. lassen sich
einer oder mehr Vektoren dieser Menge als Linearkombination der anderen schreiben, so ist
die Darstellung einer Linearkombination der Vektoren nicht eindeutig.


https://youtu.be/5c3tTzZNNus

Die lineare Unabhéangigkeit beschreibt

Definition 9 (lineare (Un-)Abhangigkeit)
Sei V' ein Vektorraum

(lLu.a) , wenn gilt:

S

k=1

(La.)

Eine Menge von Vektoren {71,75,...,Z,} C V heiBt linear unabhingig

Gibt es hingegen mindestens ein A\; € {A1,..., A} mit A, # 0, so dass
My + -+ AnZm = 0, heiBen die Vektoren 71, ..., Z,, linear abhingig

Bemerkungen:

= Ist einer der Vektoren 71, ..., 7 ,, € V der Nullvektor aus V, so ist die Menge dieser

Vektoren linear abhangig.

= Zwei Vektoren 7,7 € V mit ¥ # 0 und i # O sind nach Def. [ linear abhingig,
wenn es zwei Zahlen a,b € R mit a,b # 0 gibt, sodassa- 7 +b- ¥y

y = —4%7.D. h. y ist ein Vielfaches von 7.

Man spezifiziert diese Beziehung als:

Definition 10 (Parallelitat, Antiparallelitat,Kollinearitat)
Je zwei Vektoren 77, 7 € V' \ {3} heiBen

i.) kollinear &= 3JceR:yY=c- T

ii.) parallel, falls sie kollinear sind mit ¢ > 0

iii.) antiparallel, falls sie kollinear sind mit ¢ < 0



https://youtu.be/VGpZTXVH_Mc

Definition 11 (Basis, Dimension)

Es sei V ein ngtorrau_)m.
Eine Menge {b1,...,b,} C V von Vektoren heiBt eine Basis von V', und
die Vektoren by, ..., b, heiBen Basisvektoren von V', wenn gilt

a.) ZZ, e b_n) sind linear unabhangig und

b.) jeder Vektor @ € V lasst sich in eindeutiger Weise, d. h. mit eindeu-
tigen Koeffizienten aq, as, ..., a, € R als Linearkombination

n

—

a’:Zakbk
k=1

.= der Vektoren IZ, e b_n) dargestellen.
Man bezeichnet dann
= n als Dimension von V' und schreibt: dim(V) =n

= die Skalare a4, ...,a,, die zur Beschreibung eines Vektors @ € V
nétig sind, als die Koordinaten von @. Den Vektor

ai
cR”

Qn

bezeichnet man als die Koordinatendarstellung von @ bzgl. der Basis
{b1,...,b,}

Bemerkungen:

= In einem n-dimensionalen Raum sind n + 1 Vektoren immer linear abhangig.
= In einem n-dimensionalen Raum kann es keine Basis aus weniger als n Vektoren geben.

» Unterschiedliche Bezugssysteme fiihren zu unterschiedlichen Koordinatendarstellungen
desselben Vektors.


https://youtu.be/B9nZQB74IDg
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